VECTORES

Ejercicion®1.-

Consideramos la base de V* fomada por los vectores a2(1,3),b(0,2,2y )
¢(3,0,1).

a) Hallalas coordenadas de (4, -7, 14) respecto de labase anterior.

b) Expresa,sies posible,el vector ¢ como combinaciénlinealde a, b y u.

Ejercicio n® 2.-
a) Hallalos valoresde x, y, z tales que xii+yv+zw =0, siendo G(2,0,-3) V(1 -2, 0)
y W(3,2 -6)

b) Son linealmente independientes los tres vectores anteriores? ;Forman una base de [13?

Ejercicio n° 3.-
Dados los vectores G(2,-10)y V(3,2 -1}
a) ¢Son linealmente independientes?

b) ¢Forman una base de R3?

c) Hallaun vector, w, tal que 20+3W:%\7.

Ejercicio n°4.-

a) Sesabeque U, vy w sonlinealmente dependientes. ¢ Podemos asegurar que U es
combinaciénlineal de v y w? Justifica turespuesta.

b) Halla las coordenadas del vector a(4, 3, 7) respecto delabase
B=1{(2,1,0), (10,-2), (0,0,3)}.

Ejercicio n°5.-
Dadoslos vectores a(12,3) b(1,11) ¢(1,0,5) y d(-11 3}

a) ¢Forman unabase de R3?

b) Expresa,sies posible,el vector d como combinaciénlinealde &, b y c.

PRODUCTO ESCALAR

Ejercicion®1.-
Dadoslos vectores a(1, —1,0) b(0,1,-1) y ¢ =ma-b:
a) Halla el valor de m paraque a y ¢ sean perpendiculares.

b) Para m =2, hallael angulo que forman b y C.

Ejercicio n® 2.-
Dadoslos vectores é:ZT—]; 5:T+2]—IZ; halla x e y deformaque szf+yf sea

perpendicular a b y tengaelmismomaduloque a.



Ejercicio n°® 3.-
Sean U y Vv dos vectores que forman un angulo de 45° y que tienen el mismo médulo,
i =[v]=2.

a) ¢Cuél eselmédulo de U+v?¢sY elde U—-v?
b) Demuestra que U+V y U—-V sonperpendiculares.

Ejercicio n®4.-
Dados los vectores (1 0,0) y v(1 1 0)
a) Hallalaproyeccion de u sobre v, asi como el angulo que forman u y V.

b) Encuentra un vector (x, Y, z);t(O, 0, O), gue sea combinaciénlineal de U y v,y que sea

perpendicular a (1, 0, 0).

Ejercicio n°5.-
Dados los vectores (2, -1, 3), V(4, 2, -2) y W(1, 2, x):

a) Halla |G| |V |y el angulo que forman G y V.

b) Obtén el valor de x paraque u y w formenun angulo de 60°.

PRODUCTO VECTORIAL

Ejercicion®1.-

Dados los vectores (1 3,0) y V(2,1 1)

a) Hallaun vector, w, de médulo 1, que sea perpendiculara u ya V.
b) ¢Cual es el area del paralelogramo determinado por U y v?

Ejercicio n® 2.-
Halla el area de un paralelogramo determinad o por los vectores UxVv y Uxw, siendo:
i(2,-1,2, v(0,1-1) y w(,0,1)

Ejercicio n® 3.-
a) Halla un vector unitario que sea perpendicular a (3,-1,1) ya (1, -2, 0).
b) ¢Es cierto que (ixV)xW =Uix (v xW ? Pon un ejemplo.

Ejercicion®4.-

a) Demuestra que,si U y vV son dos vectores cualesquiera, se tiene que:
(G—V)x(i+V)=2(UxV)

b) Halla un vector perpendicular a (2, -1, 1) ya v(3,0,-1)

Ejercicio n®5.-
Halla el valor de m para que el area del paralelogramo determinad o por 0(2, 0, 1)

y v(0,m, 1) sea2.



PRODUCTO MIXTO

Ejercicion®1.-

a) Demuestra que los vectores t(k,-3,2), V(k,3,2) y w(l,0,0) sonlinealmente
independientes, cualquiera que sea el valor de k.

b) ¢Cual es el volumen del paralelepipedo determinado por 4, v y w?

Ejercicio n® 2.-

a) Calcula el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores 0(2, -1, 1)
v(3,0,-2) y w(2,-3,0)

b) ¢Cuanto valen cada uno de los siguientes productos mixtos?:
[2G, v, W], [U,V,G+V]

Ejercicio n°® 3.-

a) Hallalos valores de m paraquelos vectores G(0,1,1) Vv(-2,0,1) y w(m,m-11)
sean linealmente independientes.

b) Estudiasi el vector (2, 1,0) dependelinealmentede G, V y W paraelcaso m =3.

Ejercicion®4.-

Dados los vectores i(1,2,3), v(1,1,1) y w(l, &, 5); hallael valor de A para que:
a) Determinen un paralelepipedo de volumen 10.

b) Sean linealmente dependientes.

Ejercicio n®5.-

Dados los vectores (1,0, -1), v(0,2,-1) y w(2, -2, 1), sepide:

a) El volumen del paralelepipedo determinado por ellos.

b) Halla, si existe, el valor de o paraque el vector é(oc, a, —6) se pueda expresar como

combinaciénlineal de U y V.



SOLUCIONES EJERCICIOS
VECTORES

Ejercicion®1.-

Consideramos la base de [ formada por los vectores a(2,-13), b(0,2,-1) y
¢(3,0,1).

a) Hallalas coordenadas de (4, -7, 14) respecto delabase anterior.

b) Expresa,sies posible,el vector ¢ como combinaciénlinealde a, b y u.
Solucion:

a) Tenemos que encontrar tres nimeros X, y, z, tales que:
i=xa+yb+z¢, esdecir:
4,7,14) =x(2, 1, 3), y(0, 2,1), z(3,0,1)
(4,7,14) = (2x, 3z, X, 2y, 3X, Y, 2)

2x +3z=4 2 0 3
—-X+2y =-7; Loresolvemos aplicando laregla de Cramer: |A|: -1 2 0|=-11
3x -y +z=14 3 -11
4 0 3 2 4 3
-7 2 0 -1 -7 0
14 -1 1| _s55 3 14 1 11
X = = =5; y= = =-1
-11 -11 -11 -11
2 0 4
-1 2 -7
3 -1 14 22 .
zZ= = =-2. Solucion: x=5y=-1 z=-2
-11 -11

Por tanto, las coordenadas de U respecto de la base dada son (5, -1, — 2), es decir:

U=5a-b-2¢

b) De laigualdad obtenida en a), tenemos que:
U-53-D-28 — 26-53-B-U — C=-2A——b-—q
2° 2 2
Ejercicion® 2.-
a) Hallalos valoresde x, y, z tales que xu+yv+zw =0, siendo G(2,0,-3) V(% -2, 0)
y W(3,2 -6)

b) Son linealmente independientes los tres vectores anteriores? ¢Forman una base de P2

Solucién:
a) x(2,0,-3)+y(1,-2,0) +z(3, 2,-6) = (0, 0, 0)



(2x+y+3z, -2y+2z, -3x-62)=(0,0,0)

2x+y+3z2=0 2 1 3 0
~2y+2z=0} |A=|0 —2] 2]|=0 ‘ s 0‘2—67&0
-3x -62=0 -3 0 -6

Para resolver el sistema, podemos prescindir de la 12 ecuacion y pasar la z al 22 miembro:

—2y:—22} y=12

Soluciones: x=-2A, y =4, z=A1
-3x =6z X =-22

b) Segun los resultados obtenidos en el apartado a), deducimos que los vectores son linealmente dependientes.
Por tanto, no son base.

Ejercicio n°® 3.-
Dados los vectores G(2,-10)y V(3,2 1)
a) ¢Son linealmente independientes?

b) ¢Forman una base de R3?

c) Hallaun vector, w, tal que 2u+3w =%\7.

Solucioén:
a) Si son linealmente independientes, puesto que si escribimos:
x(2,-1,0) +y(3, 2, -1)=(0, 0, 0), es decir:

2x+3y =0
-Xx+2y =0
-y=0

este sistema solo tiene la solucion trivial:

Xx=y=0

b) No forman una base de R3, pues para obtener una base de R® necesitamos tres vectores (linealmente
independientes).
0) 20+3W=1V > 3W=1V-20 > W=—v-2i
2 2 6 3
Por tanto:

W-=(.2- - 2(2' -t 0):(_??’ * _?1)

Ejercicio n°4.-

a) Sesabeque U, vy w sonlinealmente dependientes. ¢ Podemos asegurar que U es
combinaciénlineal de v y w? Justifica turespuesta.

b) Halla las coordenadas del vector a(4, 3, 7) respecto delabase
B=1{(21,0), (1,0,-2), (0,0, 3)}.



Solucion:
a) No. Por ejemplo, sitomamos (1, 0,0), v(0,1,0) y w(0, 2, 0)

- Son linealment e dependientes, pues w = 2v.
- Sin embargo, U no es combinaciénlinealde v y w.

b) Llamamos b(2,1,0), ¢(1 0,-2), d(0, 0, 3) alos vectores de labase B. Tenemos que
encontrar tres nimeros, x, y, z, tales que:
a=xb+yc+zd

Es decir:
4,3, 7=x(2,1,0)+y(1,0,-2)+ 20,0, 3)
4,3, 7)=(2x+y, X, -2y +32)

2x+y =4 X =3

X=3py=4-2x=-2

742y

3z=7+2y > z= =1

-2y +3z=7

Las coordenadas de a respecto de labase B son (3, -2, 1), es decir:

Ejercicion®5.-
Dadoslos vectores a(1,2,3) b(1,11), ¢(1,0,5)y d(-1123):

a) ¢Forman unabase de R3?

b) Expresa,sies posible,el vector d como combinaciénlinealde a, b y c.
Solucioén:

a) No forman una base, pues cuatro vectores en R® siempre son linealmente dependientes.

b) Debemos encontrar tres nimeros, X, y, z, tales que:

d=xa+yb+z¢

Es decir:
(-1,1,3)=x(1,2,3)+y(1,1,1)+2(1,0,5)
(-1,1,3)=(xX+y+2z, 2X+Yy, 3Xx+Yy+52)

X+y+z=-1
2X+y =1 : Loresolvemos aplicando laregla de Cramer:
3X+y+5z2=3



|A|: 2 1 0|=-6

3 15
-1 11 -1 1 1 -1
1 10 1 0 1 1
1 5 - 3 3 5 31 3
X = _ 12:2; y:—:£:_3; 22—2120
-6 -6 -6 -6 -6 -6

Portanto: x=2, y=-3, z=0

Y asi: d=2a-3b+0¢

PRODUCTO ESCALAR

Ejercicion®1.-
Dadoslos vectores a(1, -1,0), b(0,1-1) y ¢ =ma-b:
a) Halla el valor de m paraque a y ¢ sean perpendiculares.

b) Para m =2, hallael &ngulo que forman b y C.
Solucioén:

a) c=ma-b=m(,-10)-(0,2-1)=(m,-m-11)
alc—a-c=@10-20)-(M-m-1)=m+m+1=2m+1=0 — m:—%

b) Para m =2, queda ¢(2, —3,1) Sillamamos a alangulo que forman b y ¢,
tenemos que:

coso=2"C _ =4 _ =% 076 - =139° 27'51"

5[ -Jc| V21 e

Ejercicio n® 2.-
Dadoslos vectores a=2i—j; b=i+2j-k; halla x e y deformaque ¢ =xi+yj sea

perpendicular a b y tengaelmismomadduloque a.
Solucion:
a(2-10) b@2-1 <(xy,0)

clb - ¢-b=0 - x+2y=0 X =-2y

c|=]a] » Jx*+y? =5 - x2+y?=5| 4y21y2-5



=-1 X=2
By?=5 — y’=1 — {y -
y=1 > x=-2

Hay dos soluciones:
e X =2, y =-1 que corresponde a 6(2, -1 0).

e X =-2, y =1 que corresponde a E(— 2,1 0).

Ejercicio n° 3.-

Sean U y v dos vectores que forman un angulo de 45° y que tienen el mismo médulo,
i =[v]=2.
a) ¢Cudl es elmodulo de U+Vv?¢Y elde U-v?

b) Demuestra que U+V y U-V sonperpendiculares.

Solucion:
a) [U+V[ =(@+V)- @+V)=U-G+d-V+V-G+v-v=|d] +2-0-V+]u| =
=4+2-|d|- || cos(d, \7)+4=4+8-%+4=8+4\/§ N
- |a+\7|=mz3,7o
|G-V[ =@-V) - @-V)=|a[ 20 -V+|[v[ =4-2-]G]-|V] cos45° +4=8-442
|G-|=8-442 ~153

b) @+V) @-V)=U-U-G-V+V-i-v-v=|d] -V =4-4=0

Ejercicion®4.-
Dados los vectores (1 0,0) y V(1,2 0)

a) Hallalaproyeccion de u sobre v, asi como el angulo que forman U y V.

b) Encuentra un vector (x, Y, z);t(O, (0} O), gue sea combinaciénlineal de U y v,y que sea
perpendicular a (1, 0, 0).



Solucion:

a) Proyeccion de u sobre V:u—i:_z

ECRE

Sillamamos o al &ngulo que forman U y v,tenemos que:

u.
CoS o = =———=—="" 5 a=45°

b) Unvector que sea combinaciénlinealde u y v esdelaforma au+bv, es decir:
al+bv=a(10,0)+b(10)=(a+b,b,0)
Para que sea perpendicular a (1, 0, 0), su producto escalar ha de ser cero:
(@+b, b, 0)-(1,0,00=0 —» a+b=0 —» b=-a
Por tanto, cualquier vector de la forma:

(0, b, 0), con b=0 cumple las condiciones exigidas.

Ejercicio n°5.-
Dados los vectores (2, -1, 3), V(4, 2, -2) y W(1, 2, x):

a) Halla || |V| y el angulo que forman G y V.

b) Obtén el valor de x paraque u y w formenun angulo de 60°.

Solucion:

a) |U|=+22+(-1F +32 =14 ~ 3,74
V| =42 +2% +(-2)° =24 ~490

Sillamamos o alangulo que forman U y v, tenemos que:

coS o = G-Va = 8;216 =0 — Uy Vv sonperpendiculares, es decir, o =90°.
jal-[v[ - [af-[v|

b) Ha de cumplirse que:

(e}

u-w

—, es decir:
Wl

cos 60° =

cl



1 2-2+3x 1 3X

_E——— D — = —_—
2 14 .\5+x? 2 70 +14x?

70+14x% =6x — 70+14x?>=36x%> — 70=22x?

x:—‘/E (no vale, pues U -V =3x>0)
w2 _T0_35 11

35
X =,
11

2 11

PRODUCTO VECTORIAL

Ejercicion®1.-

Dados los vectores (1, 3,0) y V(2,1 1)

a) Hallaun vector, w, de médulo 1, que seaperpendiculara u ya v
b) ¢Cual es el area del paralelogramo determinado por u y v?

Solucién:
a) Un vector perpendiculara u ya v es:
Uxv=(130)x(211)=(3-1-5)

Dividimos por su modulo para conseguir que tenga médulo 1:

GXV:(S -1 —5}
|Gxv| 435" 35" 435

Hay dos soluciones: 3 -1 -5 y -3 1 >

b) Area=|ﬁx\7|=\/£z5,92 u?

Ejercicio n° 2.-

Halla el area de un paralelogramo determinad o por los vectores uxVv y uxw, siendo:
i(2,-11) v(0,1,-1) y w(,0,1)

Solucion:

e Calculamos UxV y UxW:

a=ixv=(0,22)

10



b=iixw=(-1-11)

e Eléareadelparalelogramo determinado por a y b esigual almodulo de su producto
vectorial:

axb=(0,22)x(-1-11)=(4,-22)

Area =447 + (-2 +2% =16 +4+4 =24 ~ 4,90 u?

Ejercicio n° 3.-

a) Halla un vector unitario que sea perpendiculara (3,-1,1) ya (1, -2, 0).
b) ¢Es cierto que (ixV)xW =iix(VxW)? Pon un ejemplo.

Solucioén:

a) Un vector perpendicular a los dos dados es:

3,-1,1)x(1,-2,0)=(2,1,-5)

Dividiendo por su modulo, tendra maédulo 1:

%% %)

También cumple las condiciones su opuesto:

-2 -1 5
(\/30 "J30° \/soj
b) En general, no es cierto. Por ejemplo:

=100 v=(@00) w=(010)

Por tanto, (iix V)x W # i x (V x W).

Ejercicio n®4.-
a) Demuestra que,si U y vV son dos vectores cualesquiera, se tiene que:

(G—V)x(G+v)=2(GxV)
b) Halla un vector perpendicular a (2, -1, 1) ya v(3,0, —1)

Solucion:

(=4}
+
[}
X
<!
|
<!
X
[}
|
<!
X
<i
Il
ol
+
(=4}
X
<!
+
cl
X
<
|
o
Il
N
c
X
<
S—"

a) [G-V)x([+V)=ix

11



(x) Tenemos en cuentaque UxU=0 yque GxV =—VxU.
b) uxv=(2-11)x(3,0,-1)=(15,3)

Ejercicio n®5.-

Halla el valor de m para que el &rea del paralelogramo determinad o por 0(2, 0, 1)
y v(0,m, 1) sea2.

Solucién:
e Eléarea del paralelogramo determinadopor U y v esiguala |ﬁx\7|.
e Calculamos uUxV y hallamos sumdédulo:

Uxv=(2,0,1)x(0,m1)=(-m, -2 2m)

|G| = (cm) + (2] +(2m) =Vm? +4+4m? =/5m? + 4
e Igualamos a 2:

Area=+45m?+4=2 — 5m?+4=4 — 5m?’=0 — m=0

PRODUCTO MIXTO

Ejercicion®1.-

a) Demuestra que los vectores G(k,-3,2), V(k,3,2) y w(1,0,0) sonlinealmente
independientes, cualquiera que sea el valor de k.

b) ¢Cudl es el volumen del paralelepipedo determinadopor U, vy w?

Solucién:

a) Tenemos que probar que su producto mixto es distinto de cero, sea cual sea el valor
de k.

k -3 2
[0, v, W]=|k 3 2|=-12%0 paratodo k.
1 0 O

b) El volumen es igual al valor absoluto de su producto mixto. Por tanto:

Volumen = 12 u3

12



Ejercicio n° 2.-

a) Calcula el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores 0(2, -1, 1)
v(3,0,-2) y w(2,-3,0)

b) ¢Cuanto valen cada uno de los siguientes productos mixtos?:

[21], v, W]; [u, v, +\7]

[}

Solucién:

a) Elvolumen del paralelepipedo determinadopor U, v y w esigual al valor absoluto
de su producto mixto:

2 -1 1
[d,v,w]=/3 0 -2|=-17 — Volumen =17 u®
2 -3 0

b) Utilizando las propiedades de los determinantes, tenemos que:

24, v, W]=2[G, v, W]=2- (-17)=-34

[ﬁ, v, U+ \7]= 0 (eltercer vector depende linealmente de los dos primeros).
Ejercicio n° 3.-

a) Hallalos valores de m paraquelos vectores G(0,1,1) v(-2,0,1) y w(m,m-11)

sean linealmente independientes.
b) Estudia si el vector (2,1,0) dependelinealmentede U, V y W paraelcaso m =3.

Solucion:

a) Para que sean linealmente independientes, su producto mixto debe ser distinto de cero:

0o 1 1
[6,v,w]=|-2 0 1]=4-m=0 - m=4
m m-11

Ha de ser m = 4.

b) Para m =3, los vectores u, v y w son linealmente independientes, y forman una

base de R3. Por tanto, cualquier vector de R3, en particular (2, 1, 0), depende linealmente de ellos.

Ejercicio n®4.-

Dados los vectores i(1,2,3), v(1,1,1) y w(l, &, 5); hallael valor de A para que:
a) Determinen un paralelepipedo de volumen 10.

b) Sean linealmente dependientes.

13



Solucion:

a) Elvolumen del paralelepipedo determinadopor U, v 'y w esigual al valor absoluto
de su producto mixto:

=
<i
s
=
Il
P PP
> =N
g W
Il
N
>’
|
(o]

2,-6=10 — 20=16 — A=8
Volumen =|2x—6|=10
2L-6=-10 —» 2A=-4 — r=-2

Hay dos soluciones: A, =8, i,=-2

b) Su producto mixto ha de ser cero:
G, v, W]=22-6=0 — A=3

Ejercicio n°5.-
Dados los vectores (1,0, -1), v(0,2,-1) y w(2 -2, 1), sepide:
a) El volumen del paralelepipedo determinado por ellos.

b) Halla, si existe, el valor de o paraque el vector é(a, a, —6) se pueda expresar como
combinaciénlinealde u y v.

Solucion:

a) Esigual al valor absoluto de su producto mixto:

1 0 -1
[, v, W]=|0 2 -1|=4 - Volumen=4u?
2 -2 1

b) Los vectores u, Vv y a han de ser linealmente dependientes (U y v sonlinealmente
independientes); por tanto, su producto mixto ha de ser cero:

10 -1
[G, v, a]=[0 2 -1|=30-12=0 — o=4
oa o -6
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